
C++ 算法：贪心算法（下）讲义  

1.1 问题引入：分卷子  

现在有一大摞混在一起的试卷，已知 A, B, C, D 四个等级的卷子数量。智能分卷机每次只能执行一次二分
操作，即将一摞卷子分成两堆，且同等级的卷子必须在同一堆。

每次操作的成本，等于当前被分的那一摞卷子的总数量。请设计一个最优的分类方案，使得总成本最
小。

例如，A, B, C, D 的数量分别为 10, 20, 30, 40。

方案一 (1+3拆分):

1. {A,B,C,D}  -> {A}  + {B,C,D}，成本 = 10+20+30+40 = 100

2. {B,C,D}  -> {B}  + {C,D}，成本 = 20+30+40 = 90

3. {C,D}  -> {C}  + {D}，成本 = 30+40 = 70

4. 总成本 = 100 + 90 + 70 = 260

方案二 (2+2拆分):

1. {A,B,C,D}  -> {A,B}  + {C,D}，成本 = 10+20+30+40 = 100

2. {A,B}  -> {A}  + {B}，成本 = 10+20 = 30

3. {C,D}  -> {C}  + {D}，成本 = 30+40 = 70

4. 总成本 = 100 + 30 + 70 = 200

不同的拆分结构，导致了完全不同的成本。这引发了我们的核心问题：最优的拆分结构是什么？

1.2 学习目标  

1. 掌握贪心模型——霍夫曼模型。

2. 使用双队列法高效实现霍夫曼模型。

3. 识别并将“合并果子”、“哈夫曼编码”等问题归纳到霍夫曼模型中。

2. 分卷子  

2.1 正向思考  

一个自然的猜想是：为了让总成本小，应该尽早地把数量多的卷子分离出去，这样它就不用参与后续的
拆分，似乎能降低成本。

例如，对于 {10, 20, 30, 40}，我们每次都分离出当前最大的一堆：

1. {A,B,C,D}  -> {D}  + {A,B,C}，成本 100

2. {A,B,C}  -> {C}  + {A,B}，成本 60

3. {A,B}  -> {B}  + {A}，成本 30

4. 总成本 = 100 + 60 + 30 = 190。这确实比之前的200和260都小！

但这个策略是普适的吗？考虑 {30, 30, 30, 30}：

按“最大”分离： 成本 = 120 + 90 + 60 = 270。

按“对半分”： 成本 = 120 + 60 + 60 = 240。
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结论： “每次分离出最大的一堆”这个贪心策略是错误的。问题的关键不仅在于分离哪个，还在于拆分的
结构。正向思考（从上往下拆分）让我们陷入了困境。

3. 逆向思维  

当一条路走不通时，不妨倒过来走。“从上往下”拆分的最优解，就是等价于“从下往上”合并的最小成本
解！

每一次拆分操作，成本是被拆分堆的总量。反过来看，每一次合并操作，成本是被合并堆的总量。这两

个过程是等价的。

于是可以将“分卷子”问题，转化为一个更经典的逆向问题——合并果子。

问题描述： 有 n  堆果子，每次可以合并任意两堆，合并的体力消耗等于两堆果子的重量之和。求
将所有果子合并成一堆的最小总体力消耗。

3.1 贪心策略的确立  

假设有三堆果子 {1, 2, 9}：

先合并 1 和 9 (成本10)，再与 2 合并 (成本12)，总成本 22。

先合并 2 和 9 (成本11)，再与 1 合并 (成本12)，总成本 23。

先合并 1 和 2 (成本3)，再与 9 合并 (成本12)，总成本 15。

我们发现，一个较早合并产生的大重量堆（如10或11），会像滚雪球一样，在后续的合并中反复贡献它
的重量，从而累加出巨大的总成本。

为了让这个雪球滚得尽可能慢、尽可能小，我们的贪心策略必须是：每一次合并，都选择当前果园里重
量最小的两堆果子进行合并。

4. 霍夫曼模型与实现  

我们将“合并果子”这种问题抽象出来，称之为霍夫曼模型。

4.1 模型定义  

当一个问题符合以下特征时，它就属于霍夫曼模型：

1. 初始元素： 给定 n  个带权值的独立元素。

2. 操作规则： 存在一种“二合一”的合并操作。

3. 成本计算： 每次合并的成本是被合并两元素的权值之和，新产生的元素权值也等于这个和。

4. 目标： 经过 n-1  次合并后，使总成本最小。

对于所有符合霍夫曼模型的问题，最优贪心策略都是：永远优先合并当前权值最小的两个元素。

4.2 高效实现：双队列法  

如何高效地“永远找到并合并最小的两个”？
一个想法是：将所有数字放入一个数组，排序，取出最小的两个合并，把新数字放回数组，再排序... 这
样做效率比较低。

这里我们介绍一种巧妙的双队列法：

核心思想：
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1. 初始的 n  堆果子，我们先将其从小到大排序，放入第一个队列 Q1。

2. 所有通过合并新产生的果子堆，我们放入第二个队列 Q2。

关键洞察：

Q1  内部本身是有序的。

我们总是合并最小的两个，所以后合并产生的新堆，重量一定不小于先合并产生的新堆。因此，我

们每次将新堆放入 Q2  的队尾， Q2  内部也自然地保持了有序！

基于此，在任何时刻，要寻找全局的最小值，它只可能出现在哪里？ Q1  的队头 或 Q2  的队头。

实现步骤：

1. 将所有 n  个初始值读入数组，并进行一次升序排序。

2. 创建两个队列（或用 vector  模拟）， Q1  存储排序后的初始权值， Q2  为空。

3. 循环 n-1  次，执行合并操作：

a. 定义一个 get_min()  函数，它只比较 Q1  和 Q2  的队头，返回并弹出较小的那个。（需处理其

中一个队列为空的情况）。

b. 调用两次 get_min()，得到全局最小的两个元素 min1 , min2。
c. 计算成本 cost = min1 + min2，并累加到总成本中。

d. 将新产生的权值 cost  放入 Q2  的队尾。

4. 循环结束后，累加的总成本即为最小总成本。

这个方法的总时间复杂度为 O(N log N)，主要来自最初的一次排序，非常高效。

关键代码（哈夫曼编码和合并果子都是本代码）：

5. 哈夫曼编码  

至此，我们已经掌握了通过逆向思维，用“合并”来解决“拆分”问题的思想。现在，我们将这个思想应用到
一另一个问题上——数据压缩。而这个问题的最优解，正是以其发明者命名的哈夫曼编码。

// get_min 函数从两个有序队列的队头取出一个全局最小值

// 实现非常简单故省略，只需要比较两个队列的队头元素谁更小返回即可（注意判空！）

int get_min(queue<int>& q1, queue<int>& q2);

   

// 以下为 main 函数中内容

// 先对进行一次升序排序

sort(a.begin(), a.end());

// 从两个有序队列的队头取出一个全局最小值 

for (int i = 0; i < n - 1; ++i) { // 进行 n-1 次合并

    // 取出全局最小的两个数

    int first_min = get_min(Q1, Q2);

    int second_min = get_min(Q1, Q2);

    int current_cost = first_min + second_min;

    total_cost += current_cost;

    Q2.push(current_cost); // 将新堆放入 Q2

}

// 最终输出 total_cost 即可
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问题： 为一组字符设计一种二进制前缀码（即任何字符的编码不能是另一字符编码的开头部分），使得
出现频率高的字符编码尽可能短，频率低的字符编码可以长一些。最终目标是使编码后的信息流总长度
最小。

5.1 核心目标  

要解决这个问题，我们首先要理解一串信息的总长度是怎么计算的。

总长度 = Σ (每个字符的频率 × 其编码的长度)

这个公式有点抽象。让我们把它转化成一个更直观的猜谜问题：

编码： 计算机用 0  和 1  进行编码。

猜谜： 我们通过问一系列“是/否”问题来确定一个字符。

可以建立一个对应关系：一个字符的“编码长度”，就等于在这场猜谜游戏中，唯一确定它所需要问的“问
题个数”。

例如，设计了这样一套问题流程，在集合 {A, B, C, D} 中选择一个字符让你猜测：

1. 第一个问题：“它在A/B组里吗？” -> 是(0) / 否(1)

2. 第二个问题：“它是A吗？” -> 是(0) / 否(1)
如果一个字符的“答案记录”是 00，那么它的编码就是 01，编码长度为2，因为我们问了2个问题才

找到它。

3. 因为这套答案记录具有唯一性，所以答案的记录就可以直接构成该字符的二进制编码(例如 00 唯一
指代着A, 01 就唯一指代着 B)。

在这个模型下，一个字符的“编码长度”，就严格等于找到它所需要问的“问题个数”。所以，我们的目标可
以转化为：

最小化总编码长度 = 最小化总提问次数
也就是：总提问次数 = Σ (每个字符的频率 × 找到它所需的问题数)

5.2 正向思考的难点：第一步应该问什么？  

有了这个清晰的目标，我们该如何设计提问顺序呢，使得我们能以更短的问题区分出频率最大的字符？
比如，对于频率为 {5, 10, 13, 14, 20}  的五个字符，我们的第一个问题该怎么问？

是问：“它在 {5, 10}  这组里吗？”

还是问：“它在 {20}  这组里吗？”

或者问：“它在 {13, 14}  这组里吗？”

这是一个非常难的开端。第一个问题有无数种问法，不同的问法会产生完全不同的后续问题。无法判断

哪一个开局能导向全局最优。

5.3 逆向思维：最后一个问题问什么？  

当正向思考走不通时，再次使用逆向思维。不去想第一个问题，我们去想最后一个问题。

在一个完整的提问流程中，“最后一个问题”是用来区分哪两个选项的？
根据我们的贪心原则“频率低的，问的问题也可以越多”，那些被藏在问题链条最深处、需要最多问题才能
找到的，必然是频率最低的两个字符！

这给了我们一个出发点：

1. 第一步： 在 {5, 10, 13, 14, 20}  中，找到两个频率最低的元素：5 和 10。
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2. 构建过程： 我们可以把这两个字符看作一个小团体。为了区分它俩，我们会设计一个专门的问题。
这个专门的问题，在整个提问结构中，将处于最末端。

3. 逆向合并： 我们把这个小团体“合并”成一个整体，并思考这个合并操作的“代价”是什么。

5.4 “合并代价”的含义  

“合并 5 和 10” 产生的和 15，它的物理意义是什么？

让我们把那个专门用于区分“5”和“10”的问题称为 Q_5_10。

Q_5_10  何时被问到？ 只有当我们已经确定目标字符就是“5”或“10”两者之一时，才会问这个问题。

Q_5_10  总共会被问到多少次？ 在解码整个信息流的过程中，每当出现一次频率为5的字符，或频
率为10的字符，我们最终都需要通过 Q_5_10  来做出最后区分。因此，这个问题总共会被问到 5 + 

10 = 15  次。

结论：
每一次合并操作的代价（两个频率之和），就等于区分这两个子集的问题，在整个信息中被提出的总次
数。

Q_5_10这个问题一共会被询问15次，这个询问次数就是代价，也是这次合并对“总提问次数”（也就是总
编码长度）的贡献值。

5.5 算法流程  

现在，问题豁然开朗。因为前面已经论述了：在这个模型下，一个字符的“编码长度”，就严格等于找到
它所需要问的“问题个数”。所以，我们的目标可以转化为：要最小化总编码长度 就是要最小化总提问次
数。

而最小的总提问次数的求取就像是上面的 Q_5_10  一样， Q_5_10这个问题一共会被询问15次，这个询

问次数就是代价，也是这次合并对总的提问次数的贡献值。

故我们可以得到公式：最小总编码长度 = Σ (每次合并操作的代价)

这和“合并果子”问题中，“最小总体力消耗 = Σ (每次合并的体力)”是完全等价的！

5.6 举例实验  

初始频率集合：{5, 10, 13, 14, 20}

第一次合并：

操作： 找到并合并两个频率最低的元素 5  和 10，形成一个代表 {5, 10}  子问题的新节
点，其频率为 5 + 10 = 15。

意义： 此次合并的代价为 15。这表示：在整个信息流中，那个用来区分“频率为5的字符”和
“频率为10的字符”的最终问题，总共会被问到 15 次。

剩余集合： {13, 14, 15, 20}

第二次合并：

操作： 在新集合中，合并最小的 13  和 14，新频率为 13 + 14 = 27。

意义： 此次合并的代价为 27。这代表区分“频率为13的字符”和“频率为14的字符”的问题，总
共会被问到 27 次。

剩余集合： {15, 20, 27}

第三次合并：

操作： 合并最小的 15  和 20，新频率为 15 + 20 = 35。
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意义： 此次合并的代价为 35。这里的 15  代表了 {5, 10}  组合。因此，这个代价的含义

是：那个用来区分“ {5, 10}  组”和“频率为20的字符”的问题，总共会被问到 35 次。

剩余集合： {27, 35}

最后一次合并：

操作： 合并最后的 27  和 35，得到根节点，频率为 27 + 35 = 62。

意义： 此次合并的代价为 62。这代表整个提问流程中的第一个问题，即用来区分“ {13, 14}  

组”和“ {5, 10, 20}  组”的顶层问题，总共会被问到 62 次（也就是每次都需要问）。

剩余集合： {62}，合并完成。

计算总成本：  

我们将每一次合并产生的“代价”——即每个中间节点的频率——相加：

总成本 = 15 (区分5和10) + 27 (区分13和14) + 35 (区分{5,10}和20) + 62 (区分{13,14}和

{5,10,20}) = 139

这就是最终的最小总编码长度。每一次合并的代价，都代表了一个“区分问题”在整个信息流中被提出的总
次数。将所有这些“区分问题”的提问次数加起来，自然就等于所有字符在被唯一确定前，需要被提问的总
次数。

通过这种方式，将一个看似复杂的编码问题，转化为了一个直观的、可累加的“合并代价”问题，并用贪心
策略找到了最优解。

也可以通过类比的方式发现哈夫曼编码的构建过程，与合并果子是等价的！

字符频率  <==> 果子重量

合并频率  <==> 合并果子

最小总编码长度 <==> 最小总体力消耗

6. 总结与思考  

6.1 核心要点  

霍夫曼模型：目前可以暂时不理解哈夫曼编码，但是要理解这个霍夫曼模型是“n元素带权，二合一
合并求最小总成本”的问题。

核心策略：并且也要知道霍夫曼模型的解决策略永远优先合并当前权值最小的两个元素。

逆向思维：当正向的“拆分”或“构建”问题无从下手时，尝试逆向的合并过程。

高效实现：双队列法是一种不依赖特殊数据结构，仅通过排序和队列就能高效解决霍夫曼模型的巧
妙方法。

6.2 思考  

1. 文件压缩：思考一下，为什么哈夫曼编码能实现文件压缩？什么类型的文件压缩率会比较高？

2. 模型变种：如果每次可以合并 k  堆果子，而不是2堆，贪心策略应该如何调整？

6 / 6

af://n1064
af://n1077
af://n1078
af://n1088

	C++ 算法：贪心算法（下）讲义
	1.1 问题引入：分卷子
	1.2 学习目标

	2. 分卷子
	2.1 正向思考

	3. 逆向思维
	3.1 贪心策略的确立

	4. 霍夫曼模型与实现
	4.1 模型定义
	4.2 高效实现：双队列法

	5. 哈夫曼编码
	5.1 核心目标
	5.2 正向思考的难点：第一步应该问什么？
	5.3 逆向思维：最后一个问题问什么？
	5.4 “合并代价”的含义
	5.5 算法流程
	5.6 举例实验
	计算总成本：

	6. 总结与思考
	6.1 核心要点
	6.2 思考


